Über 


lineare, homogene Ditierentialgleichungen 


mit 


doppelt-periodischen Koefficienten. 


lnaugural-Dissertation 

der 
Philosophischen Facultät 
der 
Universität Giessen 

en 

Erlangung der Doctorwürde 

vorgelegt 


von 


Fritz Bremer 


aus Berlin. 


BERLIN. 


Druck von @. Bernstein. 
1890, 


Seiner Mutter 


in Dankbarkeit 


gewidmet 


vom 


Verfasser. 


Her Picard hat im 90. Bande des Journals von Borchardt lineare, 
homogene Differentialgleichungen untersucht, deren Koefficienten doppelt- 
periodische Funktionen sind. Nennt man die Perioden 2X und 2K'i, so 
zeigt Herr Picard, dass, unter der Voraussetzung eines eindeutigen 
Integrals, der Differentialgleichung 
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Fi gg Pı 7 gm 


mindestens durch eines, im Allgemeinen aber durch m Integrale genügt 
wird, welche die Eigenschaft besitzen, dass 


@r2K)=n9,R), M@r2Ki)ern 


wo p, und p, konstante Grössen sind. Nach Hermite’s Vorgang nennt 
man solche Funktionen doppelt-periodische Funktionen zweiter Art. 
Durch eine kleine Modifikation des Picard’schen Beweises wird es uns 
möglich werden, die Anzahl der vorhandenen doppelt-periodischen Inte- 
grale zweiter Art näher zu bestimmen und zwei merkwürdige Eigen- 
schaften aller Integrale solcher Differentialgleichungen zu erkennen. 

Wir werden im Folgenden zunächst die allgemeinen Differential- 
gleichungen zweiter und mter Ordnung mit doppelt-periodischen Koeffi- 
cienten betrachten. Sodann, zu den Differentialgleichungen zweiter 
Ordnung zurückkehrend, werden wir von diesem allgemeineren Standpunkte 
aus durch eine naturgemässe Forderung auf die Lame’sche Differential- 
gleichung geführt werden, und diese durch eine neue, sehr einfache 
Methode vollständig integrieren. Dieselbe Methode wird uns schliesslich 
dazu dienen, auch die Picard’sche Differentialgleichung zu behandeln 
und ihre Integrale in derselben Form, wie die der Lam&’schen, her- 
zustellen. 


. 
Es seien in der Differentialgleichung 
d’ı dy 
1) treu +0, 


p(xz) und g(x) doppelt-periodische Funktionen mit den Perioden 2X und 
2K'i und y=f(x) ein eindeutiges Integral; dann ist, da durch die 
Substitution 
«=x2+?2nK + 2wWKi 
(n und n’ seien ganze Zahlen) die Gleichung 1) übergeht in 
a2y 
1‘) ErE +) I Hg) y 0, 
f(x’) ein Integral von 1’), folglich f(& + 2nK + 2n'K'i) ein Integral 
von 1). Wir behaupten nun: Es giebt stets ein Integral von 1) @ (x) so 
beschaffen, dass 
2) ++ 2K)— = ppla) und g@ +2 Ki) = ea), 
welches also doppelt-periodisch zweiter Art ist. Es sei nämlich f(x) ein 
Integral, welches die eine Periode, etwa 2K, nicht besitzt, dann bilden 
f(x) und f(e-+-2K) ein Fundamentalsystem von 1), und jedes andere 
Integral lässt sich linear, homogen und mit konstanten Koefficienten 
durch diese Funktionen ausdrücken. Es sei 
8) f&e +4K)=ofl&) +afle + 2K). 
Ferner sei 
4) en fla)+uf@+2K). 
Folglich 
a +2K)=om fa) + my + aa) r2K). 
Soll nın g(2+2K)=ye(x) sein, so muss, da eine lineare Relation 
zwischen f(x) und f(& + 2X) nicht besteht, 
9) el — HG =0 und -— u + (le — ca) —=0. 
Damit diese Gleichungen bestehen können, ohne das = a, —=0 
ist, muss 
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Für jede Wurzel x dieser Gleichung, aber auch nur für eine solche, 
lassen sich a, und a, und somit p(z) bis auf einen konstanten Faktor 


ER 


bestimmen. Je nachdem Gleichung 6) gleiche oder verschiedene Wurzeln 
hat, giebt es nur eine oder nur zwei Funktionen (x) mit der Eigen- 
schaft, dass 


) TA 
@+2K)=pel@). 

Diese Funktionen haben aber auch die Periode 2X'i. Denn offenbar 
hat das Integral («+ 2Kü) die Eigenschaft, sich, wie #(x) selbst, bei 
der Vermehrung des Argumentes um 2 X mit p zu multiplieieren; folg- 
lich lässt es sich darstellen in der Form: 


@+2K)=afle) +af@ + 2K), 
wobei a, und a, den Gleichungen 5) genügen. Es ist somit 
= a, und a, ='ua, 
das heisst aber nichts anderes, als 
par 2Ki)=nel®). 

Demnach können bei Differentialgleichungen zweiter Ordnung über- 
haupt nur folgende Fälle eintreten: 

a) Alle Integrale sind mehrdeutig. 

b) Alle Integrale sind mehrdeutig, mit Ausnahme eines ein- 
deutigen, das dann doppelt-periodisch sein muss. Diesen Fall hat 
in jüngster Zeit Herr Bigiavi behandelt. (Atti della reale acalemia dei 
lincei 1889/90.) 

c) Alle Integrale sind eindeutig und doppelt-periodisch, dann müssen 
alle dieselben Multiplikatoren p., p’ haben. 

d) Alle Integrale sind eindeutig, zwei davon doppelt-periodisch. 


e) Alle Integrale sind eindeutig, nur eines ist doppelt-periodisch. 
Zu c), d) und e) werden die unten zu besprechenden speciellen Differential- 
gleichungen Beispiele liefern. 

Da in den beiden letzten Fällen jedes zu Grunde gelegte nicht- 
periodische Integral f(x) — p. 6 — zu derselben quadratischen Gleichung 
n? — C&—C9—=0 führen muss, so besteht für sie alle die Relation 


f(x +4K)=ofl@) + cafe + 2&K). 


Die Konstanten c, und c, sind also für sämmtliche Integrale der 
Differentialgleichung invariant, 


NE 


Dieses Resultat ergiebt sich auch, wenn man für beliebige y und 6 
ansetzt: 
Fa) = ıf(@) + fa + 2 K) 
F(£ +2K)=yf(x-+2K) +öf(e +4K) 
F(x +4K)=yf(le +4K)+Sf(e +6K). 


Denn es ist 


F(£ +4K)—- qaF(2z+2K) - Fa) =(, 
wenn 
f(e +4K) — afle +2K) — ofle) =D ist. 


Da ferner «a, und a, nur den Gleichungen 5) zu genügen hatten, so 


bleibt auch das Verhältnis 2 für alle Integrale invariant, folglich ist 


für jedes Integral F(x) 
Y)— Ele) +2, F(@ + 2K) 


stets eine doppelt-periodische Funktion. 
Wenden wir uns nun zu der Differentialgleichung mtr Ordnung 


d”y da", dıy 
1 rn et ne + Pnd= 0 


wo 91... P,, doppelt-periodische Funktionen mit den Perioden 2X und 
2K’i seien, und setzen wir voraus, dass ein eindeutiges Integral f(«) 
existiert. Es sei sodann / die kleinste positive ganze Zahi, für welche 
eine Relation besteht 


2) fe + 2IK)— fa) + fe +2 K)+--- +0, ,f(e+ 20 —-IR) 


Da alle Funktionen f(x + 2nK + 2m Ki) der Differentialgleichung 
genügen, so muss eine solche Gleichung spätestens für I=m erfüllt 
sein. Um ein doppelt-periodisches Integral zweiter Art zu erhalten, 
bilden wir: 

3) een fd) Hufe +2K)+-- +a, ,f&@ +22 —1K) 
und bestimmen die Konstanten « so, dass ex +2K)=yur(x) ist; das 
heisst, dass 
Co%ı 4 f(x) 3 (C1&,_, Bi ac + 2 K)+ a im (R: 1 ku ao) Ark 20-1 K) 
= uf(@) + pay f@+2K) ++ pa _,f(@+2I—IR). 


9 


Da zwischen f(x), fx +2K),...., fe +21—-1K) keine Relation 


besteht, so müssen die Grössen %,, &, ..., @,_, folgende Z linearen, 
homogenen Gleichungen erfüllen: 

TR — (9, „= 0 

— at po, — (4, ,—0 


4) 
Te Pe a Rn La 1 


Sollen nun die Grössen « nicht sämmtlich verschwinden, so muss: 


I 0, 0, b) Co 
=, P 0, ’ Kamen 
s I Ii—1 
5) 0, —]1, Baer laar rg =NM en D. HR en G= 0. 


Zu jeder Wurzel dieser Gleichung, aber nur zu einer solchen, gehört, 
da die Subdeterminante des letzten Elementes nicht verschwindet, ein 
bis auf eine multiplikative Konstante bestimmtes System von Grössen «, 
welches die Gleichungen 4) befriedigt, folglich der Funktion (x) die 
Periode 2 K verschafft. 

Es sei nun erstens 2<m; so bilde man, falls @ (x) die Periode 
2 Ki noch nicht haben sollte, aus 


(2), ec +2 Ki),...,g(& +2 l-1Ki) 


auf analoge Weise eine Funktion d(x), welche dann wirklich doppelt- 
periodisch zweiter Art ist. 
Ist aber zweitens Z= m, dann bilden 


f@), fae+2K),..., fe +2 m—I1K) 
ein Fundamentalsystem, und es giebt genau so viele Funktionen (x) 
mit der Eigenschaft, dass 
e@ +2 K)=rela), 
als es verschiedene Wurzeln p. der Gleichung 5) giebt. Alle diese 
Funktionen haben aber auch die Periode 2 Xi; denn da das Integral 
»(2 +2 Ki), ebenso wie p(x) selbst, die Eigenschaft hat, bei der Ver- 


mehrung des Argumentes x um 2K sich mit einer Konstanten zu 
multiplicieren, so lässt es sich darstellen in der Form 


g(@+2Ki) = afla) Ha fa +2K) +. +a, fa +2m—1K), 
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wo die Grössen a, @,...,4@,_, Sich von den Grössen a, Ay,..., &, 1 
der Gleichung 3) nur um eine multiplikative Konstante p’ unterscheiden 
können. Demnach ist 

oe(2z+2Ki)=wo(e). 
Man sieht nun leicht, dass, falls die Differentialgleichung 1) nur ein- 
deutige Integrale besitzt, zwei Fälle möglich sind. Entweder existieren 
nur eine endliche Anzahl von doppelt-periodischen Integralen, dann sind 
es höchstens m, oder die Differentialgleichung lässt unendlich viele 
doppelt-periodische Funktionen zu, dann haben mindestens zwei dieselben 
Multiplikatoren. In dem Falle, dass ein Integral f(x) existiert von der 
Beschaffenheit, dass 


Ka. Mar aR) 2. Var m iR) 
ein Fundamentalsystem bilden, muss offenbar jedes andere, ebenso be- 
schaffene Integral F'(x) zu derselben Gleichung: 
5) Da EEE mi Be Tee Co —=0 
führen, folglich gilt für alle diese Funktionen die Relation 
F(&«+2mK)=oFl@) + F(& +2K)+-::+c, ‚F(@+2m—IK), 
und für jedes der oben gefundenen Wertsysteme a, 4, - « 
infolge dessen 
Va) = Fl) + a Flex +2 K)+---—+u 
ein doppelt-periodisches Integral zweiter Art. 
Der Satz, dass die Grössen ce und «a für alle Integrale invariant 
sind, gilt aber in noch grösserer Ausdehnung, z. B. stets dann, wenn 


er für ein Fundamentalsystem gilt, sowie für alle Differentialgleichungen 
zweiter und dritter Ordnung. 


a Te 


‚F(@+2m—1iK) 


m—1 


MH. 


Wir kehren nun zurück zu der a zweiter Ordnung: 


d?z 
lo +gl@)2z—0, 


fr (ode 


welche wir durch die Substitution 2 = ye 
bringen 


auf die reduecierte Form 


d2ı 
1) Zt Po 


Von dieser Differentialgleichung wollen wir nun folgenden Satz be- 
weisen. Wenn P(z) in dem Periodenparallelogramım 2X, 2K’: nur den 
einen Pol = Ki besitzt, und wenn die Differentialgleichung 1) ein ein- 
deutiges Integral haben soll, dann muss P(x) = — [n(n + 1)k?sn?z—+ h] 
sein, das heisst, die Differentialgleichung 1) ist die Lame’sche. 

Nach dem Liouville’schen Theoreme lässt sich jede doppelt-periodische 
Funktion rational ausdrücken durch eine beliebige Funktion zweiter 
Ordnung mit denselben Perioden und ihre Ableitung. Da P(«) die 
Perioden 2K und 2K’ hat, ist es demnach eine rationale Funktion von 


RE 
sn?(x; k) und FFrRLLC k), wobei 


1 1 

x-| e Ki -| = 
Ser ner 
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Der Voraussetzung nach hat aber P(x) nur den Polx=Ki, es 
wird also nur dann unendlich, wenn sn (x; %) unendlich wird, mithin ist 


P(xz) eine ganze Funktion von sn?xz und ri sn?x. Endlich sollte die 
Differentialgleichung ein eindeutiges, folglich, nach der allgemeinen 
Theorie, auch mindestens ein doppelt-periodisches Integral zweiter Art 
besitzen. Dieses hat, wie Herr Hermite gezeigt hat, im Endlichen keine 
wesentlichen Singularitäten, es verhält sich also, nach der Ausdrucks- 
weise des Herrn Fuchs, an dem Pole x = K’i regulär. Die Bedingung 
hierfür ist bekanntlich, dass P(x) für <= Ki nur von der zweiten 
Ordnung unendlich werden darf. Somit haben wir schliesslich für P(«) 
die Form gefunden 


2) P(x) = asn?z — h. 


Indem wir nunmehr aus der einzigen Voraussetzung, dass die 
Differentialgleichung 1) ein eindeutiges Integral besitze, die notwendigen 
Folgerungen entwickeln, werden wir zugleich die Konstante a bestimmen 
als — n(n + 1)%2, wo n eine ganze positive Zahl ist, und auf direktem 
Wege die Lame’sche Differentialgleichung 


d2 
3) 5 — [rn + 1Rsn2z + 1]y=0 


integrieren. 
Vorher will ich jedoch kurz die hauptsächlichsten Arbeiten auf 
diesem Gebiete in historischer Reihenfolge erwähnen. Zum ersten Male 


RU 


erscheint die Differentialgleichung 3) in den berühmten Abhandlungen 
von Lam& über das Gleichgewicht der Wärme in einem Ellipsoid. Sie 
wurde darauf insbesondere von Lame selbst, Liouville und Heine sehr 
eingehend, aber nur für solche specielle Werte von Ah untersucht, wofür 
die Differentialgleichung ein doppelt-periodisches Integral besitzt. Ihre 
Integration für beliebige Werte von % erreichte zuerst Herr Hermite 
vermittelst seiner Darstellung der doppelt-periodischen Funktionen erster 
und zweiter Art durch die Jacobi’schen Funktionen H und ®. Noch all- 
gemeinere Resultate leitete Herr Fuchs aus seinen Untersuchungen über 
Differentialgleichungen, welche algebraische Integrale besitzen, ab und 
bahnte damit den Weg zu einer Erweiterung auf das Gebiet der hyper- 
elliptischen Funktionen. 


Wir hatten vorausgesetzt, dass die Differentialgleichung 


2, 
1) Au 


da? + [asn?z — h]y= 0 


ein eindeutiges Integral besitze; dann, sahen wir, existiert sicher ein 
Integral p(x) von der Art, dass 
e@+2K)=pr@), Par 2Ki)=yele). 
Daraus ergiebt sich 


a 


d 
nn log (x + 2K)=,108?(@) 


d A d 
7 108 9(x<+2K) SE ; log. o(x). 


d 
dx 
Art. Durch Integration erhält man 


Folglich ist «= log (x) eine doppelt-periodische Funktion erster 
2) = este. 


2’) 
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Wir suchen nun die Differentialgleichung, welcher die Funktion u = 
genügen muss, indem wir in 1) die Substitution machen: 

2) VB ef“ Ber 
Es wird dann 


dy N du 
Fa 


BER] Z, 
Dadurch geht die Gleichung 1) über in 


d 
yur + yI, + [asn?z — h)y=0 


oder 


3) ++ asn!a — 0, 


Diese Differentialgleichung muss also, wenn 1) ein eindeutiges 
Integral besitzt, durch eine elliptische Funktion integrierbar sein, das 
heisst, nach dem Liouville’schen Theorem, durch eine rationale Funktion 


d 
von sn?xz und Frl Setzt man nun: 


Au du 
EENER de VR@) } 


wobei R(z)= (1 — 2?) (1 — %?2?) bedeutet, in die Differentialgleichung 3) 
ein, dann muss die daraus hervorgehende Differentialgleichung 


dz Ba 
MIR, 7, VR(), 


EISEN 
4) 7 VR@y+ ur + a?—h=0 
ein Integral haben von der Form 


u=g(2) + Ye) YRC), 


wobei @(z) eine gerade und 4(z) eine ungerade rationale Funktion von 
2 ist. Es ist dann 


du do 1 MiaREi ie) 
BEN -7+7 EURO + VRR) 


und Gleichung 4) geht über in 


Sr VRO+ERo+3 b(z) R’(2) + 222) + Ye) R(2) 


+ 22(2)b (2) VR() +02 —h=0. / 


Diese Gleichung zerfällt aber, da o(2), Y(z), a und = rationale 
Funktionen sind, in folgende zwei Gleichungen 


6) omas 


R(z) EYAR R(z)Y?(2) + -— 3 I Re)o(@) +0) + a — h=V\. 


dz 


| Mn 
Gleichung 6) giebt nun integriert 


lkse+@)=—2 p (e)ds+eonst, ee) Vz, 


Damit e(z) rational wird, muss 


2 p (z)dz =10g 6 (2) 


© 


sein, wo auch @(z) rational ist. Folglich 


3) 


Es hat mithin « die Form 


C 106 
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Hieraus ergiebt sich 


C 1@(@,, 1 4 
y= „fu de — J Lo Be ulm 
oder endlich 
oe 
9) Ne @? (de PORN, 


Durch die in 8) gefundenen Formen von (2) und 4(2) geht 
Gleichung 7) in folgende über 


R RG? Barız 
I@ [@’@ — G’)+T& Te trata®i—h —E 
welche geordnet lautet 
10) 2RGG"— RG? + RG +40? + 4a? — N) —0. 


Eine Differentiation nach z, wobei wir uns die verständlichen Ab- 
kürzungen weiter gestatten, ergiebt 


2RG6"+ 2R@@'+ 2RG@"— RG? — 2 RG @ + R'G@+ RG? 
+ RG@"+ 8azG? + 8(az? — h)GG@=0 


oder endlich geordnet 
3 1 
ID SBG FE 5) R@+ B R’+ 4(az? — n| G@+4azG —=0. 


© 


BE 


Die Gleichungen 9) und 11) sind dieselben, wie die, auf welche 
Herr Fuchs die Integration seiner noch allgemeineren Klasse von 
Differentialgleichungen zurückführt. Die Existenz eines eindeutigen Inte- 
srales der Differentialgleichung 1) erfordert also, dass 11) durch eine 
rationale, ja sogar durch eine ganze Funktion @(z) integrierbar sei. 

de 
Ga)yR(e) 
endlich bliebe. Dies kann aber, nach der allgemeinen Theorie der 
linearen Differentialgleichungen, nur dann geschehen, wenn 2= sn& 
unendlich wird, wie aus 1) hervorgeht. 

Da ferner o(z) eine gerade Funktion sein muss, so muss der 
Differentialgleichung 11) eine grade Funktion: 


Denn mit &(z) würde zugleich y unendlich gross werden, da 


Got a4? + + 2” 


genügen. Denken wir uns diese in 11) eingesetzt, so ergiebt der 
Koeffieient der höchsten, 2» + Iten Potenz von z folgende Gleichung 


1 
|m2n (2n — 1) (2n — 2) +4 .2n(2n — 1) an 12%? . 2n 


+4a:2n-+ 1a10,=0 
oder geordnet 


a=—n(n +1) RR. 


Unsere Bedingungen haben somit zu der bekannten Form der Lame’schen 
Differentialgleichung geführt. 


d2 
12) IC, + 1)Rsn®c + h]y=0. 


Wir haben nun nachzuweisen, dass diese Gleichung wirklich ein doppelt- 
periodisches Integral besitzt, oder was dasselbe ist, dass Gleichung 11) 
durch eine Funktion 


Gl) = 06-4 G2?+ +,” 
befriedigt wird. Zu diesem Zwecke tragen wir @(z) in Gleichung 11) 


ein und setzen den Koefficienten von 2°! gleich Null. Wir erhalten 
nach kurzer Rechnung: 


13) CH DIA) gg — 2Uh+ (+) Pte, 
+R(l+n)d—-n—-)A—1)eo_,=0. 
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Nach dieser Formel lässt sich «&, ec, ..., ec, durch c, und c, aus- 
drücken. Wird !=n, dann erhält man c,  „=%6 + %e,; wird =n+1, 
dann ergiebt sich ce, 9= Be,1r- Verfügt man nun so, dass 


Co — 16, = 0, 


dann ist von selbst ce, , = %,49 = '''=0; also lässt sich @(2) aus 
11) wirklich berechnen und liefert ein doppelt-periodisches Integral 


ee 
y= @?°(z)e I“ 2 SNE. 
Die Konstante © bestimmt sich aus 10), wenn für 2 eine Wurzel | 
b, der Gleichung G@(2)—=0 gesetzt wird: 
1 — 
14) Geyrab)yaon 2 


Für eine bestimmte Wurzel b, kann e, beliebig fixiert werden, 


dann ist es aber für jede andere bestimmt, z.B. ist fürz=—b, 
di: Bel 
a le yR(b,) also 
&, ar ein 


Wenn @(z) ungleiche und auch von den Wurzeln von Re@)=0 
verschiedene Wurzeln hat, dann ist C von Null verschieden und kann 
zwei entgegengesetzte Werte annehmen, welche aus 2 das Fundamental- 
system von Integralen liefern: 


dz 


1 1 Fran 
n ae @s) VER 
|n=e’@.e Te a a 
15) 1 1 rn dz 
Net — —g, 6'(b,) R(ib„)-I—  ———— 
De nl, 


An dieser Stelle wollen wir eine Bemerkung über Differentialgleichungen 
dritter Ordnung einschalten. Transformiert man die Differentialgleichung 


d’y d 
2 + (Asna + m) Y + Bo nu? y—0 


durch die Substitution snx = 2, so erhält man 


a ar day dy 

way 1 URO+YERC) 
diy  dBy | ! 
= RO) YRO + ER YRO+ zZ ER'C) VRC). 


Bari 


Die obige Differentialgleichung geht somit, wenn man den allen 


Gliedern gemeinsamen Faktor VR(@) fortlässt, über in 


d’ dy 11 d 
4 En 3 —_R'+ Ar 4 n| + 2B2y=0, 


I A 3 

eine Gleichung, welche für A=2b=— 4k?’n(n+1) mit der Gleichung 11) 
identisch ist. So sehen wir, dass die genannte Differentialgleichung 
dritter Ordnung eine ganze Funktion 2nten Grades von 2 oder eine 
elliptische Funktion 2»ter Ordnung von x als Integral besitzt. Die Be- 
dingung für A und. B fällt, wie es ja sein muss, unter die allgemeine 
Bedingungsgleichung dafür, dass obige Differentialgleichung überhaupt 
ein eindeutiges Integral besitzt. Diese lautet, wenn y an der Stelle 
x&= K’i von der Ordnung » unendlich wird 


mA-+-2B= — km(m +1) (m + 2), 


wie man sofort aus der Differentialgleichung selbst durch eine Reihen- 
entwickelung in der Umgebung von x = K’i ersieht. 

An die Gleichungen 15) wieder anknüpfend erübrigt es uns noch, 
durch die Substitution 2=snx dieses Fundamentalsystem als doppelt- 
periodische Funktionen zweiter Art von x darzustellen. Dazu gelangt 
man-nach der Methode des Herrn Hermite auf folgendem Wege: 

Die Jacobi’sche Funktion 


1 9 K' 
TE TE TRrz 
ee) SL eu .. ——; 2 
Hia)=2g ein IK 29 sing K + ...,.q=e 
hat die Eigenschaft 
| (+ Ki) 
H&+2K)=—H() Ha“ +2K)=-—e - H (x). 


H'(%) 
H(«) 
L@+2K)=L(@); L@a+2K)-L(a)—-% 


Für L(&) = besteht somit 


Es sei F(x) eine elliptische Funktion mit den Perioden 2K und 
2K'i, damn gilt für f@)= Flz)L(x — 2) 


} ri 
16) fe +2K)=fd); fe+2Ki)=e)rzFo). 
Bildet man I, 
DDHIEKE..:Py + 2K +2Ki..:D H2Ker...D, 
2 


zuhreraz 1 längs eines Periodenparallelogramms 


N 


dann heben sich gemäss 16) das zweite und vierte Teilintegral auf, 
während die anderen sich vereinigen zu 
p+2K 
Te 
Im; xf@) de. 
p 
Es ist also re dz von x unabhängig. Andrerseits ist dieses 


Integral gleich der Summe der Residuen von f(z) für die Unendlichkeits- - 
punkte innerhalb des Periodenparallelogramms. Diese wollen wir jetzt 
ermitteln. ZL(x — z) wird nur für 2=x unendlich, und zwar ist 


Resf(2) = — F(x). 


Es sei ferner für einen Pol « von F(x) 


el 


17) Fo En EM er + Bela) 


A TS 


‚L@—)=L(e—0)— De 2)(e—0)+ 5) 1’@—-0)e-a)?—... 


Dann ist 


Resf(@)= AL —)+ AP —a) ++ AI Pe — 0). 


Sonach erhält man 
H' — a) d H(ka@—a 
18) F=C+ N Aye g+h Ho n 
at H’ (2 — 0) 
A) | 


Mit Hülfe dieser Zerlegung berechnen wir den Exponenten 


58 „eb, ) yR(b gave 


Es sei 
an 
2) =]]e@- 2), 
vl 
dann ist 


x—n 


m - Ir, Pe a 


I 


Führen wir ein 2=sn«, b, = snß,, dann hat die elliptische Funktion 
1 1 
sna—snd, SNC+ snß, 


in ihrem Periodenparallelogramm 2K, 2K' die Pole z—= ß, und 
£=—f,, und zwar ist 


sn + enp,Anß, @e—P,) +: 
sn = — nd, + enß,dnß,(@-+B,) + 
folglich 
1 1 
sn& — snß, nk, dnß, x — a, Dar 
1 1 


sn“ + nf, nß, dnß, +ß, +B@+B,), 
danach ist 


1 —n 1 H’/(z Su ß, ) H’(z an B,) 
a Gi 2 G'(b,)enß, dnß, Den B,) rn 


folglich, da YR(b,) = enß, dnß, ist 


1 rare 
50, VRO) ar: Be B,) ae] 
Gone) 2 lH@—Bß,) HarB,)! 


Hieraus bestimmt sich die Konstante ©,, indem man «= K'i also 
SNnE — mo Setzt: 
vn €, Ext El B,) H(K'i 1 2] 
G=— 23 Ina) Harn) 


= FE oarR) 
Nun it H@ + Kö)=i:e '* d(x), folglich 


H(z-+ K'i) EEE ET NE RRE? 


Baer DR OINH- zecHN 96,8 


Danach wird 


ee 
19 N 
2 8(6,) 


een 9 yR(e) ist, ergiebt sich 


dx 
dz en 8'(ß,) a &, loe H (@ Trug 3); 


Se = Y Sn un 
El (b,) yk(b,) |, ae »oran) + Re = H(x tn ß,) 


und 


2 NO 


1 ‚ a BA RSL x—n 0 (B,) &, &, 
Ne R 
URN 1.°°9 "4? =; 
e mase Heap) ee 
am 1 


Aus 15) bleibt noch zu berechnen @?(sn«). 

Nun ist @(sn«) eine elliptische Funktion mit den Perioden 2K, 
2K'i, den Nullstellen «==B,, von denen jede einfach zu zählen ist, 
und der 2n fach zu zählenden Unendlichkeitstelle «—= K’r. Eine Funktion 
mit denselben Eigenschaften ist 


AN 
Mna@-:, ) H(&+B,) 
9) (2) ur 
denn, dass diese Funktion die Perioden 2X und 2K' hat, folgt aus 
= Z&+R ) 
H@+2K)=—H(); er -H($) 
" &+KX Do) 
BE +r2K)= 89; BE +2 — —- 86), 
da der Exponent jedes Zählers lautet 
7 @-B,+Ki+n+ß,+ my Dr. 


sich also gegen den des Nenners aufhebt. 

Der Quotient jener beiden elliptischen Funktionen wird also in einem 
Periodenparallelogramm, folglich in der ganzen Ebene, weder Null noch 
unendlich, muss demnach konstant sein. Wir erhalten, da die Konstante 
nicht in Betracht kommt 

XN 1 
a nie) n°@+2) 
20) G? ee. 
90)" 


und schliesslich, da sich nach 15) 95° von y, nur durch das Vorzeichen 
von =, unterscheidet, das Resultat: 


an 8°(B,,) „ 1-8, 1+82, 
ea) ver 
Ile Plane) so 
x==L 
ee eu ee 
21) .. 
a LER 148, 1-8, 
5,8 Nora re 
1: u. ., H (&+Bß,) r H (&—$,) 2 
yon — 


8 (x)” 


wa 2 en 


Die Form dieser Integrale hätten wir auch a priori erkennen können, 


denn sie ist allen doppelt-periodischen Funktionen zweiter Art gemein- 

j ö 21 
sam. Es sei nämlich % eine Funktion dieser Art, dann ist 4«= —f 
als elliptische Funktion, darstellbar in der Form 


(2 — ; N a DA 
u-0+3 Ay. + +4, d H(& — a ey d H(« 2 | 


H(z — eo) dx H(x — a) AdaiHlz — ao) 


durch Integration erhält man 


2—a) . Ay’ (a—a 
\nar = —= (6, +2 I1oe Hr (@—a)+4s en Fo et | 
also wird 
H'(2—«) a2 H’(z-«) 
2 in x —] z—o)l 
y- a 1: (0 DE °H (@—0) data BL 1 


Da nun y keine Re singulären Stellen besitzt, so muss der 
Exponent des letzten Faktors verschwinden. Da es ferner eine eindeutige 
"Funktion ist, so müssen alle A, ganze Zahlen sein (deren Summe Null 
ist). Da y endlich nur an der Stelle x = K’ı unendlich werden soll, so 


muss es die Form haben 
Mes 


1! H(&2—6)) 
x—1 
8)” 
Bei den aus den Gleichungen 6) und 7) gezogenen Schlüssen haben 


wir stillschweigend die Voraussetzung gemacht, dass £ (2) und b(z) von 
Null verschiedene rationale Funktionen von 2 sind. Wäre nun d—=(0, 


y= 0% 


d 
so würde folgen = —=(, g=u=const, a=0 und y=e" *, Von 


diesem Falle können wir also absehen. Ist dagegen 


=, 
so wollen wir auch hier wiederum beweisen, dass, unter Voraussetzung 
der Existenz eines eindeutigen Integrals, «a = — n(n + 1)A? sein muss. 


Wir erhalten nämlich «= 4 (2) VE) und aus 2) Bein ?@dz oder 
= eN® Az 2), wo Re ) eine rationale Funktion von 2 ist und f(z) die 
Form hat Il (GB . Stellen wir nun die Differentialgleichung auf, 


welche y mit z verbindet, so lautet dieselbe 


OR: A Re Ar + (a? — I)y=0. 


u. De 


Diese Differentialgleichung gehört zur Fuchs’schen Klasse; ihre 
Integrale y haben‘ also keine wesentlichen Singularitäten. Daher muss 
zunächst R(2) = const. sein, also y-lle—b,)*. Die einzigen sin- 

% 
gulären Punkte ferner sind die Wurzeln von R(@)=0, und da für 
irgend eine derselben « die Entwicklungskoefficienten 


Bam. 
Rasa 2 a. 0 


so lautet die zugehörige determinierende Fundamentalgleichung 


mit den Wurzeln „—=0, n=;- 


Zahlen, ausser wenn 5, eine Wurzel der Gleichung Z(z) = 0 ist, wofür 


Folglich sind die Grössen v ganze 


1 re 
v, auch den Wert 5 haben kann. Wir können demnach y in die Form 
1 Ad 
setzen y=@?(z), wo G(e) eine ganze Funktion von z ist. Dann ist 


bey 
u dee, 


b(z2) hat also wiederum die in 8) angegebene Form; es folgt mithin, 
dass @ (2) der Differentialgleichung 11) genügt und das a = —kn(n-+-1). 

Man erhält diesen speciellen Fall aus unserem allgemeinen, indem man 
die in 8), 9) und 14) auftretende Konstante Ü=0 setzt. Es ergiebt 
sich also hier nur ein doppelt-periodisches Integral und zwar erster Art 
Y,, welches eine der vier Formen hat | 


HlsnK); Ip(snX)enz; 9:(snX) Anz; g,(snx)enxdnz, 


wo die g ganze Funktionen sind. 

Dies sind die besonders von Heine untersuchten Lame&’schen Funk- 
tionen erster Art. 

Das zweite Integral des Fundamentalsystems, die Lame’sche Funktion 
zweiter Art, wird geliefert durch die bekannte Formel 


dıv 

1 Yy 
Ohne auf diese speciellen Funktionen näher einzugehen, will ich 
nur noch zeigen, dass auch y, eine eindeutige Funktion von & ist. 


Y»=Y 


200: 5 


1 
Setzen wir nämlich in den Formeln 17) und 18) für F(x) ein a so 
1 


EIER. 
werden die Grössen A, alle gleich Null. Denn 73 wird nur dann unend- 


. . . . 1 
lich, wenn %, verschwindet. Es sei ß eine Nullstelle von y, und 


yzaa@—M)+@—BM-+:-- 
Dann ist 


ae 
oder i 
Mu. 20 
y2 02 — Bi ure 
Bei der Integration fallen somit die mehrdeutigen Integrale dritter 
Art heraus, und es bleiben nur eindeutige Funktionen von x übrig. 


Il. 
Die Picard’sche Differentialgleichung 


REN s: k2sn&en& dy Be, 
. da? De de 


zu welcher wir nunmehr übergehen wollen, wurde zuerst für den Fall 
n=5 und a=2(1+X%?) von Gylden integriert C. R. t. 88. Herr 
Picard zeigte sodann, jedoch ohne nähere Ausführung, C. R. t. 89, dass 
obige allgemeinere Differentialgleichung für gerade » durch zwei doppelt- 
periodische Functionen zweiter Art integrierbar sei und gab an, dass 
für ungerade », unter der Voraussetzung, dass « einer Gleichung vom 


Grade —ı genügt, zwei elliptische Funktionen die Gleichung be- 
friedigen. Später hat Herr Sparre in den Acta mathematica 3 eine 
allgemeinere Differentialgleichung untersucht, welche die Picard’sche für 
gerade » als speciellen Fall enthält. Endlich wollen wir noch erwähnen, 
dass in jüngster Zeit Herr M. Krause eine neue, vollständige Behandlung 
der gedachten Gleichung in den Nachrichten der kgl. sächs. Ges. d. 
Wissenschaften zu Leipzig veröffentlicht hat. 

Um unsere bisherigen Formeln anwenden zu können, betrachten 


wir die der Picard’schen analoge Differentialgleichung 


d’y enz dnz dy 
da? sn® da 7309 u 


Da 


Da unsere Untersuchungen der Lame’schen Differentialgleichung sich 
auf diese Gleichung fast wörtlich übertragen lassen, so begnügen wir 
uns, wo das Verständnis nicht darunter leidet, mit kurzen Angaben 
Die Substitution 

2) RS) Jude 
führt Gleichung 1) über in 
du cnx » dn& 


ae BE BEN 
3) Fr a Ne 


setzt man snx =2, so erhält man 


VR@) 


4) Re) H+e—n -uwta=(. 


Ferner ergiebt w=e(2) + Y(2) VR@) 


= 


la VRO+F-RO+ 5 OR) + @)+%@)-R@) 


R(&) 


5) Rn 
man Ya +a=0, 


und zwar muss, falls 1) ein eindeutiges Integral besitzt, genau so wie 
oben, 2(z) eine gerade, V(z) eine ungerade rationale Funktion von 2 sein. 
Aus 5) erhalten wir 


ö) Prey =. 
D RO + RD HR) + Re) ne) +a=0 
Gleichung 6) giebt integriert 
d dl 
FAN LIOE ET OR 
oder o(2) = Or" e 2 fU@) de 


Damit »(z) rational wird, muss 


>| (2)dz = log @-(2) 


sein, wo auch @(z) rational ist, folglich 


1 @ (2) 
Way 
8) „ on 


C 


Es folgt 
Bi 02” 1 @(@ 
UT 36) YR(@) 
und 
1 c . ZI 
9) Vai N 


Aus 7) erhalten wir 
10) 2.RG6G”— RG’? + R’GG'’+ 40?2”"— 2n = GG + 4ıG? = 0. 


Multiplieieren wir mit 22, differenzieren und eliminieren wir aus 10) 
und der neuen Gleichung die Grösse C?, so erhalten wir 


a 
11) RG" + [@R— IneR] @"+ 
1 
-+- B 2R"—2nzR+n(n +1) R+ hast] G@— 4nazG =). 


Das Integral dieser Gleichung, @(z), welches wir suchen, muss eine 
ganze rationale Funktion sein. Denn mit @(z) würde zugleich y unendlich 
werden. Der einzige singuläre Punkt der Differentialgleichung 1) ist 
aber, ausser ce—= Ki oder z=», der Punkt = 0, und die zugehörige 
determinierende Fundamentalgleichung: r(r — 1) — nr =0 hat nur 
positive Wurzeln. Diese ganze Funktion G(z) muss nun, da p(z) not- 
wendig eine gerade Funktion ist, für gerade » ebenfalls gerade, für 
ungerade » ungerade sein. 

Betrachten wir zunächst den ersteren Fall und setzen 


22V: 
wir können dann 
Er 92 2 
Gen +42? +. +02 +: 


in Gleichung 11) einsetzen und erhalten als Koeffieienten von 2” *! 


12) CEH+- DA W(A— w+V)e, + (2-3) (a — (1 +RY)1(I— 2v)e, 
RENT) (MU - u — De ;,—0. 

Aus dieser Recursionsformel ergiebt sich für 2=0 e, durch c, aus- 
gedrückt; für 2=1, 2, ..., 2» — 2 erhalten wir &, c3, ..., c,,_, als 
Funktionen von c,; =2v ergiebt c,„,—=0, woraus für =2v—1 eine 
weitere Bestimmung von c,,_, durch c,, das heisst eine Gleichung für 
o zu folgen scheint. Dies ist jedoch nicht der Fall, da die Determinante 


BEN a = 


des Gleichungssystems für /=1, 2, ..., 2»— 1 identisch verschwindet. 
+1 
Um dies einzusehen, bezeichnen wir mit SS | 0, den Koeffi- 


— 1 
cienten von c,,, in der Zen Gleichung, dann lautet die Determinante 
wu 0, 0, 15, 7 
DT, 
el 
® s ® e ® e ® e . ° 1 1 0, 0) 


0, 0 23—4 2D—4 


53) Toy 
W333 
On Te 


20-2 9-2 
In? Ina? Ina, 0 


2yv—1 2»—1 
Yv—ı b) To—_9 b) 0, 0 


Bilden wir die mit einander korrespondierenden Elemente . ,. und 
To, indem wir die Recursionsformel 12) für 2» — !— se anstatt für I 


aufstellen. Dieselbe lautet: 
(H— el) e) Veran 
+» - N — 2) (+) (m I—e)(—1I- g)ie, ,. 
ala HH — ee Dei —- e) Av AB Door ann 


Durch den Vergleich mit 12) geht hervor, dass für alle drei Werte 


von e& 
ud 1 va Way 
user 0 layer 


Die Determinante ist mithin eine überschlagene und, da ihre Ordnung 
ungerade ist, gleich Null. Wir erhalten also e,, ca, ..., c,,_, durch & 
ausgedrückt; c,,—=0; setzen wir das willkürlicke c,,,, auch der Null 
gleich, so haben wir das gesuchte Integral @(z) von 11) als ganze 
Funktion vom Grade 4v— 2 ermittelt und erhalten als Integral von 1): 

1 ee 
ee 

Ist b, eine Wurzel von @(<)=0, so bestimmt sich die Konstante 
C aus 10) als 


ı @b)yR6B,) 


13) (3:8, m ee) le 
: | 


22 We 


Um „ als Funktion von & darzustellen, machen wir folgende, den 
früheren völlig analogen, Entwickelungen. Es sei 


x—=2y—1 


a)= [| &-2%), 


N 
dann ist 
es x—=2y—1 Dr 


{ mn De = ak 


folglich, wenn db), = sn, gesetzt wird 


sn” BR IR br Die.) a H’(z + ß,) 
F(sne) = G'(b,)enß,dnd, LH(@&@—B,) H(s+B8,) 
und 
sn“ 00, IS BE: Hr | 
Glsne) H@&@—$ß,) H(@&@-+B8,)| 
Kuna —rR. folgt 
= —1 
9'(B,) 
Q, == >> Seren 
u 
und schliesslich wie oben 
= PR) Sei ar 
dB, ® 
I € () -H(&+ß,) ° H(@ — 8,) ° 
| 
a 
14) Yı Bay! 
1 8) ER joe 
nude 9 —g — ae Be 
I re en 
LI 
Wo m — 5, 
Ya 9) (2) 0 


Für specielle Werte der Konstanten « kann es, entsprechend dem 
Falle der Lame’schen Funktionen, auch hier vorkommen, dass nur ein 
doppelt-periodisches Integral existiert; nämlich für solche «, welche be- 
wirken, dass @(z) gleiche oder mit R(2) =0 gemeinsame Wurzeln hat. 
Dann ist nach Gleichung 13) C=0 und 


1 
Yı=@(e) : 


also eine elliptische Funktion. Das zweite Integral ist ebenfalls ein- 


deutig, denn bilden wir 9 = u de, W0 P== 22V ist, so 
1 
ergiebt sich 
2 
SNK 
Yon 
Y3 „| y22 
Es sei nun für eine Nullstelle ß von y, 
dyı 1 d’y, 9 
ner er 
Dann ist 
‚2v 1 1 
SME bi DE : En 
ya — |snß” + 2ysnß” end ind (X —B)-+-- “4 layıl? (@— BP)? 
1 n 
day, dia |ß 
Su da? \g 1 By 
day? 2—B 
da |p 


1 e 
Der Koeffieient von ae ist 


sn” deyı Band Ay | h 
Ay \ldar | na ee 
dx ß 


Die Integration liefert also nur eindeutige Funktionen. 
Wenden wir uns nun zu dem zweiten Fall der Picard’schen 


Gleichung 
n=23-+1, 


so muss @(z2) — siehe p. 25 — eine ungerade Funktion sein. Es sei 
A ihr Grad, dann ergiebt der Koefficient der höchsten, 2% + 2ten Potenz 
in 10) 2A A— 1) - RM +-AKRAN— (Av+M)KI—=0 oder A=4v, 
Dieser scheinbare Widerspruch lässt nur die eine Lösung zu, dass in 
8) C—D. ist. "Es folet.y — ef‘ ua und, in ganz ähnlicher Weise wie 
». 21-22: y=0io),. V- a wo @(2) eine ganze, rationale, ge- 
rade Funktion vom Grade 4v ist, welche den Differentialgleichungen 10) und 
11) genügt. Aus 10) folgt, dass G@(z) eine der beiden Formen hat 9°(2) 
oder R(2) h?(z), wo g und h ganze, gerade Funktionen von den Graden 2v 
beziehungsweise 2v— 2 sind. y ist dann gleich g(e) oder h(e)y.K(e). 


ERNOg 2 


Es ist nun am zweckmässigsten, .direkt zu untersuchen, ob solche 
Funktionen der ursprünglichen Differentialgleichung genügen. Nach z 
transformiert lautet dieselbe 


dy 


15) Re) + | 5 (2) — (2v el 


de? Auer a 


Yı 0) + Gy Lo RR. ] b} 


so erhalten wir zur Berechnung .der ce aus dem Koefficienten der 2Aten 
Potenz von 2 die Recursionsformel: 


16) AHNY(A— go, + [a -A+YAA— »—1)}o, 
+) A—-d—Ya_,—=0. 


Diese liefert fürX—=0 c, durch co, für!=1, 2, :--,v—1 0, C, **',6, 
durch c,. Für A=»v ergiebt eine zweite Bestimmung von c, eine 
Gleichung für «, da die Determinante des Systems A =], 2, ---, v) ver- 
schwinden muss. A=y+1 giebt c,,, ausgedrückt durch c,,,. Setzt 
man also c,,,—=0, dann werden alle weiteren c=0, und wir erhalten 
in der That eine ganze Funktion 9 (2). 


Versuchen wir, ob auch 
we vRdido + d,2? + ER Fu de" + fh .) 


der Differentialgleichung 15) genügen kann, so erhalten wir aus dem 
Koefficienten von z°* die Formel 


17) (2. +2) 2 — W)d,,, +a — (1 +32) (2 +1) (2er — B)id, 
+ 52. 2u(22 — 2v)d, „= 0 


Dieselbe liefert für = 0, 1,2,....v— 2 d,,da, da,...,d,_, durch d,; für 
p=vwidd,=(, a—=v—1 giebt also eine zweite Bestimmung von 
d,_,, das heisst eine Gleichung für «. Da, für=v+1, d,,, Sich 
durch d,,, ausdrückt, so ergiebt d,, —=0 gesetzt als Integral eine 
Funktion h(z) V R(2). 

Die beiden Bedingungsgleichungen, welchen « genügen muss, sind 
nun identisch, was wir auf folgende Weise erkennen. Führen wir wieder 
ein das Zeichen In +. für den Koefficienten von e,,, in der Formel 16) 


ap © 1 ” 1 ” 
und analog Oro dann lautet die erste Gleichung 


oo 
1 1 
Ta» Tı 
2 2 2 
le aaa ni N 
y 
I? REN 
und die zweite 
0 0 
x 6; 6, 
al al al 
995 95 % —( 
ayv—1 y—1 
0,_1> 0.5 % 


Nun ist aber — cf. p. 26 — leicht zu sehen, dass 


CM sy —A—e 
ne yo 


mithin die beiden Gleichungen identisch sind. Genügt demnach « dieser 
Gleichung v!en Grades, so existieren zwei Integrale, welche beide elliptische 
Funktionen sind. 


—fae — 
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